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Zusammenfassung

In dieser Ausarbeitung werden einige grundlegende und altbekannte Erkenntnisse und Eigenschaften
Uber Fibonacci-Folgen hergeleitet sowie die Lucasfolge motiviert.

Vorbemerkungen und Erlauterungen

Die Bezeichnungen »grundlegend« und »altbekannt« sind so zu verstehen, dal3 einem Experten hier nichts (grundlegend) neues
geboten wird. Viele weitere Themen (Lucasfunktionen U/V, Primzahltheorie, etc.) sind nicht behandelt, sie gehéren aber vermutlich
auch nicht mehr zu den Grundlagen, sondern bilden ein erweitertes Theoriegebaude.

Zum Inhalt: Die Story mit den Bienen (1.2) stammt aus [DoOI95] und kann anhand von [MiEn02] gepriift werden. Das Grundla-
genkapitel beinhaltet eigentlich nur Trivialitaten; Restklassenbetrachtungen durchzufiihren, war meine eigene Idee, sie erwiesen sich
als nutzlich fur spatere Beweise. Das Kapitel 3 leitet die Lucaszahlen her und war die Motivation fir diese Ausarbeitung: Urspriing-
lich wollte ich nur eine Formel fiir die schnelle Berechnung gro3er Werte allgemeiner Fibonaccifolgen herleiten. Ich habe erst spater
entdeckt, dald mein Ansatz auf die Lucasfolge fuhrt, als auch in der GNU Multiple Precision Library die Fibonaccifolgen unterstutzt
wurden. Als ich darauf stiel3, war der Rest einfach: Man kann auch einen langen Weg zu Fu3 gehen, wenn man weif3, daf dieser
zum Ziel fuhrt! Kapitel 4 enthalt eigentlich nur sture Rechnerei mit einigen Beispielen. Das Kapitel 5 tber Teilbarkeiten ist durch
mein generelles Interesse an der Faktorisierung von Zahlen begriindet und ausgehend von der Eigenschaft 5.1, die in [DoOI95] ohne
Beweis angegeben ist, vollstandig selbst entwickelt. Kapitel 6 schlie3lich dirfte fir Studierende interessant sein; es ist durch die
Erinnerung an die Lekture von [WoWa90] inspiriert. Die Thematik wurde aber auch in Passauer Vorlesungen uber Diskrete Struktu-
ren behandelt; sie kann auch in [ChJo65] gefunden werden. Man sollte sich generell merken: Viele Rekursionen lassen sich in eine
geschlossene Form bringen! Auf einen Sprung hinuber zu den Potenzreihenringen habe ich verzichtet. Der Goldene Schnitt (Kapitel
7) darf bei einer Betrachtung der Fibonaccifolgen nicht fehlen; wenn man weif3, was man zeigen muf3, geht es auch straight forward...
Das Kapitel 8 ist zuféllig entstanden, als mir die »tiefere Bedeutung« der Eigenschaftaf wewullt wurde. Der entwickelte Al-
gorithmus ergibt sich dann als Erleuchtung. 9 schlief3lich ist durch Formeln aus [DoOI95] inspiriert, die ich z.T. verallgemeinert habe
und die einem Beweis meinerseits etwas starkeren Widerstand entgegensetzten. Kapitel 10 zeigt, wie sich sogar die Fibonaccifolge
zum Faktorisieren von naturlichen Zahlen mibrauchen 1aRt. — Zahlentheoretische Grundlagen finden sich beispielsweise in [Frls92],
fortgeschrittene Anwendungen in [PLM087] (wo auch eine kurze definitorische Zusammenfassung steht, an der ich mich orientiert
habe).

Da die Beweise nicht direkt im Texteditor, sondern zuvor handschriftlich entwickelt wurden, sind Ubertragungs- und Fliichtig-
keitsfehler nicht auszuschlielBen. Errata werden jeweils bei der ndchsten Aktualisierung berticksichtigt. Fir Anregungen, Hinweise
oder Korrekturen kdnnen Sie mich per e-mail untgnecke@thorstenreinecke.deeichen.

1 Einfuhrung

1.1 Motivation und Definition

Viele Phdnomene in der Natur lassen sich mathematisch Uber die Fibonacci-Folge oder abgewandelte Fol-
gen erklaren. Diese Folgen bilden sozusagen einen natirlichen Gegenpol Zweierpotenzendie in
binarer Schreibweise das heutige Informationszeitalter beherrschen.

In Binardarstellung reprasentiert das jeweils nachsthdhere Bit bekanntlich den doppelten Wert des Vor-
gangerwertes, wobei das niedrigste Bit den Wert 1 reprasentiert. Die Wertigkeiten dieser Bits lassen sich
somit als Folge notieretsy := 1 undb,, 1 := 2 - b,, = b, + b, oder in direkter Form durch,, := 2".

Wandelt man diesen Ansatz auf zwei abhangige Folgenglieder ab, so erhalt man rekursiv definierte
Folgen der Forny,, := f,_1+ fn—2. Furden Spezialfalf, := 0 und f; := 1 bezeichneff,, die Fibonacci-

Folge F,,. Diese Folge wollen wir im folgenden néher betrachten.

*e-mail: reinecke@thorstenreinecke.de



Wenn nachfolgend nichts weiter Uber die Gliedgsowie f; ausgesagt wird, so gelten die betrachteten
Eigenschaften fur alle Folgen dieser Form, deren Startwerte definiert sind. Ein zweiter Spezialfall ergibt
sich fur die Belegundy := 2, f; := 1; die hierdurch definierte Folge nennen WircasfolgeL,,.

Doch stellen wir zunéchst eine kleine Tabelle mit einigen Fibonacci- und Lucaszahlen auf (Tabelle 1):

Tabelle 1: Werte der Fibonacci- und Lucasfolge
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4,56 |7 |8|9|10| 11| 12| 13 | 14 15
F,10|1|1|2|3| 5| 8 |13|21|34| 55 | 89 | 144| 233 | 377 | 610
L, |2|1,3|4|7|11]18| 29|47 | 76| 123 | 199 | 322 | 521 | 843 | 1364

Wir sehen deutlich, wie sich (mit Ausnahme der ersten beiden Folgenglieder) jedes Folgenglied aus der
Summe der beiden vorherigen Glieder errechnet. Dies ist die grundlegende Eigenschaft aller Folgen, die
wir hier betrachten wollen.

1.2 Vom Geschlechtsleben der Bienen

Wer seine Kinder aufklart, sollte nicht mit den Bienen anfangen, es sei denn, er will Gber Fibonacci-Folgen
referieren. Da ich letzteres beabsichtige, komme ich um das Geschlechtsleben der Bienen nicht herum.

In jedem Bienenstamm gibt es (unter anderem) eine Konigin und auch ein paar Mannchen. Diejeni-
gen Eier der Konigin, die in den Genul3 kamen, von Mannchen befruchtet zu werden, reifen spater zu
Weibchen heran, wohingegen die unbefruchteten Eier zu Mannchen heranreifen. Weibchen haben also bio-
logisch gesehen einen Vater und eine Mutter; Mannchen hingegen nur eine Mutter und sind somit vaterlose
Geschdgpfe!

Betrachten wir nun die Anzahl der Individuen, die genetisch in der jeweiligen Generation Einflul3 auf
die Erbanlagen des Bienenménnchens Willy und seines menschlichen Namensvetterns genommen haben:
Die Bienendrohne Willy hat nur eine Mutter, diese wiederum hat zwei Eltern; der GroBvater Willy's
hat nur eine eine Mutter, Willy’s GroBmutter wiederum zwei Eltern, usw. Auch hier begegnet uns die

Fibonacci-Folgk Den Menschen liegt das Binarsystem hingegen schon in den Genen verankert.

Tabelle 3: Willy’s Vorfahren

Willy | Eltern | GroReltern| UrgroReltern| UrurgroReltern| Ururur... | Urururur...
Bienen 1 1 2 3 5 8 13
Menschen| 1 2 4 8 16 32 64

2 Grundlegendes

2.1 Formale Definitionen

Wenn wir im folgenden die allgemeine Fibonaccifolgé, )..cn betrachten, so schreiben wir einfach ex-
emplarisch und ein wenig unsaubgy (je nach Kontext kanry,, natirlich auch den Folgenwert selbst
bezeichnen!) oder manchmal in Funktionsschreibwéiggir f : N — N, n — f,). Wir setzen dabei
voraus, dal3 zwei nicht néher spezifizierte Folgengligidee N und f; € N\ {0} sowie die Rekursi-
onsgleichungf,, := f,._1 + f.—2 diese Folge definieren. Der Fgll = f, = 0 ergibt trivialerweise die
konstante Folg¢,, = 0, die wir in der folgenden Betrachtung ausklammern.

1Sije sollten sich den Stammbaum aufzeichnen und die Rekursionsformel iiber eine nach Geschlechtern getrennte Betrachtung
herleiten.



Fur die Spezialfallef, := 0, f; := 1 definieren die Folgengliedef;, die spezielle bzw. eigentliche
Fibonaccifolge, die wir mi{ F},),,cn oder kurzF,,, manchmal sogar in Funktionsschreibweise mibe-
zeichnen wollen. Analog sei die Lucasfolgg flr Ly := 2 und L, := 1 definiert.

2.2 Einige Eigenschaften

In diesem Abschnitt folgen einige einfach zu beweisende Eigenschaften.

2.2.1 Gemeinsame Teiler

Haben zwei aufeinanderfolgende Gliedgr sowie f,, 1 einen gemeinsamen Teiler, so gilt dies fur alle
Folgenglieder und insbhesondere ffjrund f,. Dies leitet sich unmittelbar aus einem grundlegenden Satz
der Zahlentheorie ab, da mit= 0 (mod t) undb = 0 (mod t) aucha +b = a — b = 0 (mod ¢) folgt

(vgl. euklidischer Algorithmus zur Bestimmung des ggT). Im Ubrigen sei bemerkt, daR? die natirliche Zahl
0 durch alle Gibrigen natirlichen Zahlen (mit Ausnahme@erhne Rest teilbar ist.

2.2.2 Periodizitat in Restklassen

Allgemeine Betrachtung Betrachten wirf,, mod m: Da die Folgenwerte jeweils nur von der Summe
ihrer beiden Vorgangerwerte abhéangen unggdarod m lediglichm verschiedene Werte annehmen kann,
mussen sich diese Werte periodisch wiederholen. Eine Periode ist gefunden, wenn wir zwei Wertepaare
(fr, fr+1) und(fs, fs+1) mit r # s gefunden haben, deren Reste modulgleich sind.

Da es hochstens? viele paarweise verschiedene Wertepaare geben kann, garantiert uns diese grobe
Abschéatzung die Existenz einer Periode innerhalb des Interfalis® + 1], da dieses Intervati? + 1
viele Wertepaare enthalt.

Beispiel Betrachten wir dieF,, sowie L,, modulo 8:

Tabelle 5: Werte der Fibonacci- und Lucasfolge modulo 8

n |0|1|2|3|4|5|6]|7 10| 11| 12| 13
F,10{1]1|2|3|5|0|5 7 0|1
L,|2|1,3|4,7|3|2|5|7|4| 3| 7]|2]|1
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Wir kdnnen erkennen, daf3 sich die Folgenwerte in beiden Féllen periodisch wiederholen mussen, da
beide Folgenwerte jeweils nur von der Summe ihrer beiden Vorgangerwerte abhédngen. Wenn zwei auf-
einander folgende Werte mit zwei bereits vorher auftauchenden aufeinander folgenden Werten identisch
sind, so haben wir eine Periode gefunden. Dies isthefiir (Fi2, F13) = (Fp, F1) (mod 8) und beiL,,
far (L12, L13) = (Lo, L1) (mod 8) der Fall. Das Angenehme bei Restklassenbetrachtungen ist, daf3 man
prinzipiell nur endlich viele Falle betrachten muf3, um eine Eigenschaft zu beweisen.

Wir halten beispielhaft folgende Eigenschaften fest:

1. Fispia = Fa (mod 8)

2. Lispsn = La (mod 8)

3. F,, =0 (mod 4) = F,, = 0 (mod 8) undn = 0 (mod 6)

)
4. L, # 0 (mod 8)



Die letzte Dezimalstelle Als weiteres Beispiel kénnen wif,, bzw. L,, modulo 10 betrachten. Die Peri-
ode betragt 60. Damit gilt:

1- Fn = I'n mod 60(m0d10)
2. Ln = Ln mod 60 (mole)

Durch die Betrachtung der relevanten Restklassen kann man vergleichsweise einfach auch Endziffern astro-
nomisch grof3er Folgenwerte berechnen. Doch wer interessiert sich schon wirklich fur die letzte Dezimal-
ziffer von Fr,, , (=3) oderLee (=6)?

2.3 Negative Indices

Die allgemeine Fibonaccifolge 1a(3t sich auf die ganzen Zahlen ausdehnen, indem wir tiberall die Gultigkeit
der Gleichungf,, = f,_1 + fn—2o fordern. Damit gilt dann auclfi_,,_; + f_,, = f_,+1 bzw. die &quiva-
lente Formf_,, ;1) = f_(n—1) — f—n, die durch die induktive Definitiorf_,, 1) := f_(,—1) — f-n iN
Verbindung mit den »herkémmlichen« Startwerfgrund f; der Ursprungsfolge erfullt wird.

Diese Erweiterung erlaubt es uns jedoch nicht, ungepruft (und unbewiesen) alle Ergebnisse und Ei-
genschaften der Fibonaccifolge, die auf den natirlichen Zahlen definiert ist, auf die negativen Indices
auszuweiten. Insbesondere treten nun negative Folgenwerte auf!

Tabelle 7: Werte der erweiterten Fibonacci- und Lucasfolge

n|9|-8|-7|6|-5|4,-3/-2/-1{0{1]2]3
F,13|-21|13|-8| 5 |-3|]2|-1|]1|0]1]|1]|2 13| 21| 34
L, |-76| 47 |-29 18| -11| 7 |-4| 3 |-1|2|1|3|4|7|11|18|29 |47 |76
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Die nachfolgend bewiesenen Eigenschaften sind jedoch so nitzlich, daf? sie erwahnt werden.

231 F_,
F_,=(-1)""".F,
Beweis: Die Richtigkeit der fir den Induktionsanker erforderlichen Félle n=0 sowie n=1 kann anhand

der Tabelle gepruft werden. Gelte nun nach Induktionsannahme die oben genannte Beziehung. Zu zeigen
bleibt die Richtigkeit fur (n+1):

Foniny = Foay = Fon = (=)0 By — (1) By = (21)" Faea + (1) Fy

= (~1)" (B + Fu) = (—1)" Fogy = (—1)HDH R,

232 L_,

Beweis: Die Richtigkeit der fur den Induktionsanker erforderlichen Féalle n=0 sowie n=1 kann anhand
der Tabelle gepriift werden. Gelte nun nach Induktionsannahme die oben genannte Beziehung. Zu zeigen
bleibt die Richtigkeit fiir (n+1):

Loy =Ly =Lon=(1)"" " Lyy = (=1)" Ln = (=1)" 'Lyo1 + (=1)" 'Ly,

= (_1)n_1(Ln—1 + Ln) = (_1)71_1Ln+1 = (_l)n_HLn-i-l



3 Summen von Folgenwerten

Wir betrachten nun den Fafl, . . + f,_ fur k := 27 undn > k.

3.1 k=2
fn+2 + fn72 = (fnJrl + fn) + fn72 = ((fn + fnfl) + fn) + fn72 = 2fn + (fnfl + fn72) = 3fn
3.2 k=4

fota+ frooa= fora+ fo—a+2fn —2fn = faroro + fure—o+ fo2pe + fn2-2—2fn
hier haben wir eine »Nullsumme« erganzt, um nun den Fall k=2 anzuwenden!

= 3fn+2 + 3fn72 - 2fn = 3(fn+2 + fn72) - 2fn
und erneute Anwendung ergibt

33 k=2

Wir definieren nun die Koeffizientea, := 3, ¢4 := 7. Doch wie sehen die Koeffizienten fur héhere
Zweierpotenzen aus? — Nun, diese lassen sich induktiv bestimmen:

Jrg2itt + fnooitr = frpoitt + frgitr +2fn —2fn
= fn+21'+2j + fn + fn + er—Qj—Zj - 2fn
= (faoi42i + fogoi—2i) + (fru—2iqoi + fuo2i—2i) —2fn

= Coi * fntoi +Coi - fnooi — 2fn
(mit co; sei bereits bekannter Koeffizient)

= Cgj - (fn+2j +fn72j) - 2fn
= Coj * (Cg]‘ . fn) - 2fn

= (ng - 2) “fn
(hier steht der nunmehr ermittelte Koeffizient)

= coi+1 fn
Wir halten also fest:
4 f71,+2j +fn_2j = Coj * fn furj > 1

e o 1= 3 SOWiecy; = c2; , —2firj > 1



3.4 Umstellungen

Stellt man das vorige Ergebnis um, so erhalten fiyir= cqj fr,—0i — fr—2.0i = Coj fn—oi — frn_oi+1;
hiermit lassen sich rekursiv bereits die Folgenwerte von Zweierpotenzen effizient ermitteln.

Fir andere Werte als Zweierpotenzen mag es angebracht sein, den Term erneut aufzulésen, um das Auf-
treten negativer Indices zu vermeiden. Zur Vereinfachung der Schreibweise wéahlen wir fir ein gegebenes
n ein eindeutig bestimmtesmit der Eigenschaff < k := 27 < 2. Dann gilt:

o =ckfok — fn—ok = ¢k - (ckfok—k — fr—k—26) — frn—2k
=cp - (chfr—2k — fn—sk) — fan—2k

= (¢t — 1) fn-2k — Ck fr—3k

35 k=1

Bisher haben wir den Wekt = 1 bei den obigen Betrachtungen ausgeklammert. Er scheint auch zunéchst
nicht sonderlich hilfreich zu sein. Bei der Berechnung ygrkdnnen wir ja vorzeitig abbrechen und mit

der »normalen« Rekursiof), := f,—1 + f.—2 fortfahren, lange bevor der Fatl = 1 relevant werden
wurde.

3.5.1 k= 1im allgemeinen

Trotzdem sei der Fall der Vollstandigkeit halber erwahnt:
f71,+1 + fn—l = (fn + fn—l) + fn—l = f?’l + 2fn—1

3.5.2 k =1im besonderen: die Lucasfolge

Eine im Augenblick noch nicht direkt anwendbare, aber interessante Eigenschaft tritt zutage, wenn wir die
Fibonaccifolge betrachterf, ,, + F,,_; = L,. Sie haben richtig gelesen, dies ergibt die Lucasfdige!
Und diese Behauptung gilt es zu beweisen. Das geschieht in zwei Schritten:

Zunéchst betrachten wir, ob die Startwerte Gibereinstimmen:

Ly=2Fy1+Fy1=F+F1=1+1=2

L=+ a=Fh+tFFRk=1+0=1

Die Startwerte stimmen also Uberein. Der Wert an, kann namlich folgerichtig anhand der Rekur-
sionsgleichung”, = F,,_1 + F,,_» fir n = 1 ermittelt werden¥; = Fy + F_,,alsoF_y = F} — Fy =
1-0=1.

Im zweiten Schritt sollte noch gezeigt werden, daR die Félge, + F;, 1 auch tatséchlich der Rekur-
sionsgleichung.,, = L,,_1 + L,,_> genugt:

Ly=Ly1+Lpo=Fo14:1+Fo1-1) + (Fa—241+ Fooo1)

:Fn+Fn72+Fn71+Fn73:(Fn+Fn71)+(Fn72+Fn73):Fn+1+Fn71
g.e.d.

2Der erste Mensch, der diese Eigenschaft »entdeckt« hat, wird natilirlich= Fy,11 + F,,_1 gesetzt und anschlieRend die
zugehdorigen Startwerte ermittelt haben.



3.5.3 wundersame Koeffizienten

Wenn wir die Koeffizienten aus 3.3 betrachten und ihnen die zugehérigen Lucasfolgenwerte gegeniiber-
stellen, so kommen wir auf die Vermutung, daf? diesegjfiir1 gleich sind.
Co1 =Cy=3S0WieLor = Lo=L1+Lyg=1+2=3
Co2 :C4:7SOWieL22 =Ly=L3+Lo=Lo+L1+1L,=3+14+3=7
Unter Anwendung von der Gleichung aus 3.4 bestéatigt sich diese Vermutung:
Mit Coj+1 ‘= ng -2 fUI’j > 1 einerseits, Und/2g'+1 = CgjLgj+1_95 — Loj+1_9.95 = CoiLo; — Lg =
coi Lo; — 2 anderseits folgt mit der Induktionsannahiie = co; auchLyj+1 = coiLoi —2 = cgjcoi —2 =
2, — 2 = c9;+1 fir alle folgenden Zweierpotenzen.
Wir halten also fest:
L21+1 = Cgj+1 = ng -2 fLII'j > 1

3.6 kverallgemeinert
Ldsen wir uns jetzt von den Zweierpotenzen, so dal k nun beliebige Werte annehmen kann. Betrachten wir
zunachst zwei weitere Beispiele, wobei wir das Vorzeichen variieren.
36.1 k=1
f7L+1 - fn—l = (fn + fn—l) - fn—l = fn

36.2 k=3
fro43 = fn=3 = foy2 + fog1 — fan-3 = 2fny1 + fn — fn=s

= ?’fn +2fn—1 - fn—?) = 3fn +fn—1 +.fn—2 +fn—3 - fn—S = 4fn

3.6.3 eine allgemeine Formel

Wenn man die Koeffizienten mit den Werten der Lucasfolge vergleicht, kommt man nach einigem hin- und
her vielleicht auf die Ideely, ist fir geradek bei der Summe und fiir ungeradebei der Differenz der
zugehdrige Koeffizient.

Mithin vermutet manif,, . + (—=1)*f,_r = L - fn

Diese Vermutung gilt es nun zu beweisen. Dies geschieht per Induktion Sber k.
k=0: fn—i—O +1- fn—O = 2fn =Lo- fn (Wahr)
k=1 fn+1 + (*1) . fn—l = fn + fn—l - fn—l =1- fn == Ll ‘ fn (Wahr)
k+ 1

Induktionsannahme: Fikr> 0 sei sowohl firk — 1 als auch fur: die Behauptung erfillt. Zu zeigen bleibt,
daf sie dann auch fiir+ 1 erfullt ist, und somit induktiv aufsteigend fur alke+ ¢ durch den beliebig oft
wiederholbaren Ubergang vanauf k + 1 (vollstandiges Induktionsprinzip).

Liy1- fo=(Li+Li1) fn=1"Lg fo+Li1-fn
= (fasr + (=DF - fri) + Py + (D1 frmeony)
(nach Induktionsannahme)

= fatk + fage—1) + (—1)F ok + (_1)k71fn—(k—1)

3Es sei ausdriicklich erwéhnt, daR die Induktion auf k basiert und damit auch fiir negative Werte von n giiltig ist!




= foretn) + (D face + (D (faek + faeet)
= foihar) + (D froce + (D sk + (D s ety
= forsn) + (D s e

= fottern) + (D fo_ g
g.e.d.

3.6.4 negative Indices erneut betrachtet

Firn = 0 erhalten wir mit obigem Satz

fot+ (DF foe =Ly fo

= fon= (L fo— fr) - (-1)*

3.6.5 Spezialisierung furL,, 1

Die Anwendung des obigen Satzes guf= L ergibtL, j + (~1)¥ - L,,_y = L,, - L;,, somit ergibt sich
L71,+k = LnLk - (*1)kLn—k-

3.6.6 Spezialisierung flrLs,,

Setzen wir nun noct := n, so erhalten witL,,,,, = L,, - L,, — (-=1)¥L,,_,, = L2 — (—1)"Ly, also
Ly, = L2 — (—1)" - 2. Dies ist eine Verallgemeinerung des in 3.5.3 ermittelten Resultats.

3.6.7 Ls,

Wir wenden zunéchst 3.6.5 filr,, 4, und spéter 3.6.6 an:

L?m = L2n+n = LZnLn - (_1)n : L2n—n = LQnLn - (_1)nLn

= (Lan = (=1)")Ln = (L3 = (=1)"-3) - Ly

n

3.6.8 Fox

Die nachfolgende Herleitung ist typisch fur die Mathematik. Natirlich hatten wir die Formel auch vom
Himmel fallen lassen und anschlie3end beweisen kénnen. Aber durch einen gezielt gewéahlten Umweg
stéR3t man haufig auf die gewiinschte Abkiirzung. So findet das Schiff den Weg in die Flasche:

Wir betrachtenf := F sowie die Féllef,., und fr,, und erhalten hierau$,,., = LiF, —
(=1)*F,,_), sowie Fyyp, = L, Fj, — (—1)" Fj—py.

Summation ergibt:

2 Foq = Fugk + Foan = LeFo + Lo F, — (1) F = (=1)"Fy—y,
Unter Beriicksichtigung der Eigenschaft_,, = F_(,_j) = (—1)(""0*1F, _, erhalten wir

(_1)anfk + (—1)"ka,1 = (_1)anfk + (_1)”(_1)n_k+1ank =Fnp- ((_1)k + (_1)2n_k+1)



= Fui- (FD) 4+ (=)' = Fuy - 0=0
Also

FnLk + Fk,Ln

F7L+k: = 2

Spezialfalln = & Diesen Fall betrachten wir spater noch einmal, trotzdem springt er uns hier schon ins
Auge:

Fonln+ Fnln _

Fop=Fuin= 5 F,L,
3.69 F,
Mit 3.6.3 erhalten wirF,, _;, = (—=1)¥ - (L F,, — F,,41). Also
Fn—k — (_1)k . (Lan _ FnLk, + FkLn) _ 2Lk’Fn - FnLk’k_ Fk'Ln _ FnLk’ - FkI;L'IL
2 2. (=1) 2. (=1)

(Alternativ hatten wir auct,_j, = F, () = ‘ol=rtloeke

2.3.1 sowie 2.3.2 ausrechnen kénnen.)

mit anschlieBender Anwendung von

3.7 Reslmee

Manchmal fallen Formeln vom Himmel und sind dann zu beweisen. Dann steht man zunéchst ohne jede
Idee da und staunt (oder argert sich). Wenn man sich jedoch die Zeit nimmt, die fallenden Regentropfen zu
betrachten, die schlief3lich als Schneeflocken auf die Erde fallen und den Boden mit einem weif3en Mantel
Uberdecken, dann bekommt man eine Ahnung davon, daf auch diese wunderbare Schénheit »nur« eine
andere Form des Wassers ist...

4 Folgenwerte von Summen

41 fity
froti = fotio1+ forj—2 = 2fkrj—o + fryj—3 = 3fryj—3 + 2fkyj—a

Wenn wir uns die Koeffizienten naher betrachten, sehen wir, dafd es Fibonacci-Zahlen sind; also notieren
wir sie auch als solche...
=Fy- forj—s+Fs- foqjma = (Fa+ F3) - forj—a+ Fs- frotj—s

=F5- forjoa+Fi frogjos=...=

=Fiy1 frvrj—i + Fi o fogj—cit1)

4.1.1 Spezialisierung 1

Nun spezialisieren wir fii = j :
Jews = Fipr - Jorj—i + Fj - frtj—j—1 = Fiprfe + Fifr—
Wir halten dieses Ergebnis fiir den allgemeinen Fall dieser zweistufigen Rekursionsfolgen fest!



4.1.2 Spezialisierung 2

Eine nicht minder interessante Spezialisierung erhalten wir feik + j — 1:
Jrri = Forj—1)41 Serj— i) + Frrj—1 forj—(ktj—1+1) = Frrif1 + Ferj—1fo

Wenn wir nun noch := k + j substituieren, erhalten wi, = F., f1 + F,,_1fo, und das ist flirwahr ein
gelungenes Ergebnis!

4.2 fo,

f2n - f71,+71, - Fn+1 . fn + Fn . fn—l (mlt 411)
Alternativ erhalten wir unter Anwendung von 3.6(3,,, = L, - fn, — (=1)"fn—n, &lSOfo, = Ly, - fr, —

(=1)" - fo.

43 Iy,

Nun spezialisieren wir die obigen Falle auf die Fibonacci-Folge, setzerfatsar'.
F2n :Fn-l—an"'Fn 'Fn—l
=F,- (Fn+1 + Fn—l) =F, L, (mlt 352)
Dies halten wir als Ergebnis fest, rechnen aber trotzdem weiter:
= (FnJrl - anl)(FnJrl + anl)
= F3+1 —F7
Somit erhalten wir den Satz:
Py, =F2,  — F2

n

_1:Fn'Ln

4.4 Lo,

Mit 4.2 sowie 3.6.6 erhalten wir:
Lon = Foy1Ln + Fy Ly 1 = L2, — (1) - 2

45 Fy,

Rechnen wir mit obigem Ergebnis weiter:
L2n = Fn+1Ln + FnLn—l = (Fn + Fn—l)Ln + FnLn—l

=Fy, L+ Fy_1Lp+ FoLp_

und unter Anwendung von 4.3
= F2n + Fn—an + FnLn—l

somit:
L2n - FQn = nfan + FnLnfl

AuRBerdem ergibt sich wegdeh, = F,, 1 + F,,_1 interessantes:
Loy, — Fop, = (Fopt1 + Fop—_1) — Fay,
=Fyy + Fop1+ Fopq — Fop, = 25,

also (und dies gilt es festzuhalten!):

L2n — FZ’rL Fn—an + FnLn—l
F2n—1 = 9 = D)

(Dasselbe Ergebnis hatten wir auch unter Verwendung von 3.6 8 f{ir,,, sowie F(,,_1).,, erhalten.)

4.6 Lo,
Lopn—1=Fon-141+ Fon-1)-1 = Fon + Fopn1) = Fuln + Fr1Lpn

10



4.7 F3,

Unter Anwendung von 3.6.3 erhalten wir
F2n+n + (_1)n . F2n7n - Ln . FQn
< F3, + (-1)"F, = L,(L,F,,) = L2F,
= I3, = F,L2 -~ F,(-1)"=F, - (L2 — (-1)")

n

5 Teilbarkeiten

5.1 F}.,, und Primzahlen

Das folgende Resultat ist zwar nicht ganz befriedigend, weil keine allgemeingultige Formel zur Berechnung
von F}.,, hergeleitet wird; trotzdem verblifft es durch seine Einfachheit.

Zunéchst halten wir fest, daly.,, = F,, = 0 (mod F},) immer erfillt ist. Nun zeigen wir per Indukti-
on tiberk, daRF}, = 0 (mod F,) gilt*:

F(kJrl)n = Fkn+n = n+1Fkn + B Frn—1 (naCh 411)

Da F,,+1Frn = 0 (mod F,,) wegenFy,, als Faktor (der nach Induktionsannahme dufghteilbar ist)
und F, Fr, -1 = 0 (modF,,) wegenF, als Faktor gilt, folgt damit aucl;, 1), = 0 (modF,), womit
der Induktionsbeweis bereits abgeschlossen ist.

Wenn wir berticksichtigen, dafs, = 1 keine Primzahl ist, kbnnen wir das Resultat sogar noch (schein-
bar) allgemeiner fassen.

Folgerung:

Sein > 4 eine zusammengesetzte Zahl, dann ist adciusammengesetzt.

Umkehrschluf3:

WennF,, eine Primzahl ist, dann ist aueheine Primzahl oden < 4.

5.2 Lkt

Fur die Lucasfolge ergibt sich bei Betrachtung der ungeraden Faktoren im Index ein ahnliches Resultat.
Die Induktion tbelk verhélt sich ansonsten analog zum vorherigen Beweis:

k=0:Logt1yn = Ln =0 (modL,,)

Sei nun nach Induktionsannahmgy, 1y, = 0 (mod L, ). Mit 4.1.1 erhalten wir fr 4 1:

Ligkt1)+1)n = Lik+3)n = L@k+1)nt2n
= Font1Lky1yn + FanLokyyn—1

= Fopy1Loksyn + FolnLokyiyn—1

Der erste Summand ist nach Induktionsannahme, der zweite wggais enthaltenem Faktor durch
L,, ohne Rest teilbar. Die Teilbarkeit geht damit auf die Summe Uber.

5.3 Natirliche Zahlen als Teiler

Alle positiven naturlichen Zahlen kommen in der speziellen Fibonaccifolge unendlich oft als Teiler vor.
Seit eine beliebige positive natirliche Zahl, dann existiert eine Perijduit der Maximallange?, fur
die gilt: Fy.p, = 0 (mod t)

4Das ist librigens eine sehr interessante Eigenschaft, wendwdiir zusammengesetzf¥ faktorisieren méchte!
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Beweis: Die Existenz einer PeriodE; wird durch 2.2.2 gesichert. Zu zeigen bleibt, daf3 diese auch den
Nullwert enthélt.

Nehmen wir an, es gébe eine Konstante 0, so daf? die Periodizitat erst ab diesesrflillt wére und
insbesondere qiltF._; # F._11p, (mod t). (Wenn diese Konstantenicht existiert, dann gilfy,.p, =
Fo.p, = Fy = 0 (mod t) und unsere Behauptung wére bewiesen.)

Nach Definition der Fibonaccifolge gik,._; + F. = Feyqa UndF._14p, + Feqp, = Fey14p,, SOMIt
wegen der Periodizitdt audi.y; — F. = Fey14p, — Ferp, (mod t). Das ist aber dquivalent z&._; =
F._14p, (mod t), was unserer Annahme widerspricht.

5.4 Funf Kostbarkeiten
5.4.1 Primfaktoren an Primstellen

Jeder an einer Primstelfeauftauchende Primfaktor vafj, taucht dort das erste Mal auf.
Beweis: Dies folgt beinahe unmittelbar aus 5.4[37_ gcd(i,p) = 1 = [[’Z; ged(F;, F,) = 1.

5.4.2 Teilerfremde Indices
Sind zwei Indices teilerfremd, so auch deren Fibonaccizallel(r, s) = 1= gcd(F,, F) = 1.
Beweis: Seiged(r,s) = 1 mitr, s > 1. Wegen Teilerfremdheit von und s existierenm,, mo, so dald
r-my+1 = s-mg =: h erflllt wird (vgl. Chinesischer Restsatz, z.B. [FrIs92]; setze beispielsweise
meo := s~ mod r undm, := %2_1)

Mit 5.1 folgt darausF,,_1 = F,.,,, = 0 (mod F,.) sowie F}, = F.,,, = 0 (mod Fy). Furt :=
ged(F, Fy) gilt somit F},_; = Fj, = 0 (mod t). Mit 2.2.1 folgt die Teilbarkeit aller Fibonacciwerte durch
t, insbesondere auch fii, = 1. Aus0 = 1 (mod t) folgt ¢ = 1, womit der Beweis abgeschlossen wére.
5.4.3 Fibonaccizahlen mit gemeinsamen Teiler
Haben zwei Fibonaccizahlen einen nichttrivialen gemeinsamen Teiler, so haben auch ihre Indices einen
nichttrivialen gemeinsamen Teiler.
Beweis: Dies folgt im Umkehrschlu aus dem vorigen Satz> b &= —b = —a.

5.4.4 Indices mit gemeinsamen Teiler

Haben zwei Indices einen gemeinsamen Teiler gréRer als zwei, so haben die zugehérigen Fibonaccizahlen
einen gemeinsamen Teiler gréf3er als egag(r, s) > 2 = ged(F, Fs) > 1.

Beweis: Furt := ged(r, s) > 2gilt F; > Fy, = 1. Mit5.1folgt . = 0( mod F;) undFs = 0( mod Fy),
mithin ged(F,., Fs) > F; > 1.0

5.4.5 Teilerfremde Fibonaccizahlen

Sind zwei Fibonaccizahlen teilerfremd, so betragt der grof3te gemeinsame Teiler der zugehérigen Indices
hdchstens zwei.

Beweis: Dies folgt im Umkehrschluf3 aus dem vorigen Satz> b = —-b = —a.
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6 Geschlossene Form

Wie in 1.1 bereits erwéhnt, bilden Fibonacci-Folgen gewissermalen einen Gegenpol zu den Zweierpoten-
zen.

Die Zweierpotenzen lassen sich duigh:= 1; b,, := b,_1 + b,_1 = 2b,_ definieren und bilden
als geschlossene Form den Teign= 2". Ist es auf &hnliche Weise mdglich, die Fibonacci-Folge in eine
geschlossene Form zu pressen? — Nun ja, manche Erkenntnis fallt vom Himmel, und manchmal muf3 man
dazu etwas nachhelfen. Schiel3en wir also etwas Silberjodid in die Wolken und warten ab, was herunter-
kommt...

Der Ansatz lautetf, = 2™ zu setzen, und wir erhalten damit aus der Rekursionsgleiclfling:
fa1 + fn_o die Gleichunge™ = 2"~ + 2”2, die (firz # 0) zu2? = x + 1 Aquivalent ist. Diese
wiederum entspricht? — z — 1 = 0, dem sogenannten »charakteristischen Polynom« der zugehérigen
Rekursion. Wir ermitteln nun dessen Nullstellen, in dem wir eine quadratische Ergédnzung auf beiden Seiten
addieren:

(Die quadratische Erganzung wird bestimmt durch den Angatz y)? = 22 + 2xy + y?, wobei hier

2xy = —z gewlnscht wird. Alsgy = —1.

1 1
P14 () = ()
=
1, 1
(I*Q)*lzz
11/()
=
1 5
<
IRRVES
:7i7
TT9F
=
1++5
T

Wie man es bei quadratischen Gleichungen nicht anders erwarten kann, erhalten wir zwei Lésungen.
Nun ja, wir haben ja auch zwei Startwerfg und f1, die wir bisher noch nicht ins Spiel gebracht ha-
ben. Versuchen wir eine Linearkombination der beiden Lésungen, um eine von den Startwerten abhangige
geschlossene Form zu erhaften

fu=a- (B (2B

Fur fo, alson = 0 erhalten wir daraugy = a - (1£Y2)0 4 b . (158)0 = o + b. Fur f; ergibt sich
fi=a- (%) +b- (“Tﬁ). Das ist ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei
Unbekannten und sollte sich daher |6sen lassen:

SWir lassen hierfiir auch reelle Zahlen als Folgenwerte zu und treffen zusétzlich folgende Feststellungen:
Fir alle Fibonaccifolgerf und g sowie jedem reellen Skalar gilt:

(f ® g)n =fan+tgn=fn1+fao2+gn-1+9gn-2= (f ® g)n71 + (f @® 9)n72

(a.f)n =a- fa :a‘(fn—l +fn—2) =a- fno1ta- fnoo= (a.f)n—1+(04.f)n—2
Jede Linearkombination zweier gegebener Fibonaccifolgen ist somit ebenfalls eine Fibonaccifolge. Die beiden Funktionsterme
(%\/5)" sowie(%)” sind geschlossene Ausdriicke fur zwei verschiedene Fibonaccifolgen. Die nachfolgend aufgestellte Line-
arkombination ist also die geschlossene Form einer Fibonaccifolge.
Etwas abstrakter betrachtet bilden die Fibonaccifolgen somit einen zweidimensionalen Unterraum des (unendlichdimensionalen)
Vektorraums aller Folgen. Die beiden ausgewahlten Funktionsterme bilden zusammen ein Erzeugendensystem dieses zweidimensio-
nalen Vektorraums.
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Mit b = fo — a (aus der ersten Gleichung) ergibt sich eingesetzt in die zweite

1++5 1-5
fi=a 2 + (fo —a) 5

- V5 Vi 1-v5

14++/5 1-—+v5 1—+5
fi=a 5 T fo 5~ 0

- V5 Y5 V5

14++v5)—(1—+/5 1—+5
fi= a( ) 5 ( ) + fo 2

- V5

1—+v5
fi =aV5+ fo 5
- J5
1—-+v5
avs=f1 — fo 5
&
_ fl - fO 172\/5
V5

Fir die Fibonacci-Folgé,, mit £y, = 0 und F; = 1 ergibt diesa = % undb=0—a = —%, also

F = L(H»ﬁ)n _ i(lfx/g)n _ 4+vH)"  (A=VE)" _ (1B -(1-VE)"
Vs 2 V5L 2 IRREER vs2n V5.2n ’

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, ddB+ v/5) — (1 — v/5) = 2 - /5 ist, ergibt sichF,, =
(LHVE)"—(1=VE)" | (1yn-1 _ (RO - - -
vl V2L (2 =22~ 32 (die sogenannte »binetsche Darstellung« der Fibonacci-

(1+\/g)_(1_\/g) (2) 1+2\/57172\G g X i g
Folge, die, wenn win\ := HTW undpy := 1%5 setzen, in der Fornk,, = AA:“ besonders einpragsam
. Iz

ist.
Unter Anwendung von 4.1.2 erhalten wir beinahe unmittelbar auch deren allgemeine geschlossene
Darstellung geschenkt:

A — oy )\nfl _ ,n—1 A\ — n + /\nfl _ n—1
fa=Fufi+Fo1fo=f ok W _h hi” + fo ot
A— U A— A— U

(AN foA" ) = (g + fopn ™) _ (4 RN = (f1+ )"

A—p A—p

7 Goldener Schnitt

Der goldene Schnitt wird allgemein als auf3erst harmonisches Verhaltnis zweier Seitenldngen zueinander
angesehen. Zwei Zahlen stehen im goldenen Schnitt zueinander, wenn sich die Summe beider Zahlen zur
gréReren Zahl wie die gréRere Zahl zur kleineren Zahl verhalt. Das Verhaltnis zweier aufeinanderfolgender
Fibonaccizahlen nahert sich dem goldenen Schnitt an.

7.1 Berechnung
Berechnen wir zunéchst das Verhéltnis zweier aufeinanderfolgender Glieder der allgemeinen Fibonaccifol-
ge anhand der geschlossenen Form:

Cl)\n«l»l _C2#n+1

ntl_ . ntl
fn+1 _ B v _ Cl)\nJrl _ 62/~Ln+1 _ c1A )\ncz,u _ Cl)\(%)" — Capt %)n _ CIA — CQU(%)H
fn 701)‘7;\:22“" C1A™ — cop™ 701)‘71;@”” Cl(%)” — CQ(IXL)" c1 — 62(%)”
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mitey == (f1 + ) undeg == (f1 + O)

_ V51 n _
Dieser Quotient strebt gegen einen Grenzwert,ﬁqap ’Hf = \/5“ < lunddahetim,, ...(§)" =
0 qgilt:
lim fn+1 — lim ClA - CQM(%)’” _ Cl)\ - CQ,Ufhmn—mx;(%)n - Cl)\ -0 — = 1+ \/g
n— oo n n—oo  C1 — CQ(%)” C1 — C2 hmnﬁoo(%)" C1 — 0 2

7.2 Eigenschaften

A hat einige interessante Eigenschaften, es gilt z.B.:
(i) N2 = (1+2\/5)2 — 12+2~4\/5+5 3+f -1+ 1+f =241

(ii) Mit Eigenschatft (i) im Zahler glItAJArl = A; = T = \; damit erflllt A genau die oben geschilderte
Definition des goldenen Schnitts. Andererseits?st = 1 + 1. Folglich gilt 1 + + = X und das ist
aquivalent zuy = A — 1.

Diese Eigenschaften folgen auch schon daraus, dafd ;. die Nullstellen des charakteristischen
Polynomsz? — = — 1 sind.

(iii) Ferner gilt \ - 4 = 1+2\/5 : 1*2‘@ = 124*5 = =% = —1,alsoA = —pu~! sowiep = —A~1.

7.3 Eine andere Sicht

Lassen wir die Fibonaccifolgen fiir einen Augenblick ruhen und schreiben die Definition des Goldenen
Schnitts nieder, wobei undb (mit a > b) unsere zwei Zahlen seien, die im Verhéltnis des Goldenen
Schnitts stehenL . Wir kdnnen diese GIeichung normieren, indem wir verlangen, daf3 die kleinere

Zahl 1 ist: %H = i Setzen wir nurne := £, dann erhalten wir daraus die GlelchufﬁgL = z, die
(fur z # 0) zu x+ 1 =z?bzw.2? -2 — 1 = 0 aquivalent ist. Diese Gleichung haben wir aber bereits

in Abschnitt 6 gel6st. Die einzigen Belegungen fijrdie diese Gleichung erflllen, sind= 1+Tf und
1-5
5

xr =

Firx = ”T‘/g > 0 kénnen wir folgernz undb haben das gleiche Vorzeichen; file= 1*2‘/5 < 0 qgilt
analog:a und b mussen verschiedene Vorzeichen besitzen. Da keine weiteren Losungen existieren, steht

zu jeder positiven Zaht stets genau die positive Zahl:= 1-53/5 im Verhaltnis des Goldenen Schnitts
a__a _g. 14V6 _ 14V5
b 1+(\L/g 2a 2

Dieses Verhdltnis ist eine irrationale ZaBl &: = € R\ Q), woraus folgt: Rationale Zahlen stehen nie-
mals zueinander im Verhaltnis des Goldenen Schnitts. Diese Eigenschaft gilt dann erst recht fiir beliebige
Teilmengen der rationalen Zahlen, also insbesondere fiir die natirlichen Zahlen.

8 Noch eine Berechnungsmethode fur Fibonaccizahlen

Auf die folgende Berechnungsmethode bin ich gestol3en, als ich die Eigenschaften&boer untersucht
habe. Dabei diirfte ich wohl ein mir bisher unbekanntes Verfahren »wiederentdeckt<€hablgicht ist
die Herleitung aber interessant:

Betrachten wir das charakteristische Polynota- 2 — 1. Nullsetzen ergibt:2 = =+ 1. Die Nullstellen
sind\ und . Fiir diese gilt:? = « + 1.

Furz3 erhalten wirdaraus® = 22 2 = (z+ 1) 2 =22+ = (v + 1)+ =22+1= Fy -2+ Fy;
analog ergibt sich induktiv

" =a" = (F, -2+ Fy o) x=F, -2 +F, o-2=F, 1 - (x+1)+F, 5z

8Und tats&chlich wird ein derartiges Verfahren auch vom Matheprogramm MAPLE verwendet, um Fibonaccifolgenwerte zu be-
stimmen.
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== 71,—1'I+Fn—1+Fn—2'x:(Fn—1+Fn—2)'x+Fn—l:Fn‘$+Fn—1

Mit diesem Wissen kénnen wir die geschlossene Form auch einfach ausrechnen:

A" —p” _ (Fn A+ Fn1) = (F-p+ Fua) :Fn'(/\_,“) —F
A—p A—p A—pu "

ebenso:

1+\/5+1—\/5

9F,
9 9 )+ 1

:Fn+2Fn71:Fn+Fn71+Fn71:Fn+1+Fn71:Ln

Eine neue Struktur Kennen Sie komplexe Zahlen? Ahnlich, wie man diese konstruiert, kdnnen wir auch
hier vorgehen: Definiere := (a1, a2) := a; - A + ag; analog seb := (b1, ba) := by - A + bo.

Die Definition eines solchen Zahlenpaares ist in dem Sinne eindeutig, dass es eine reelle Zahl darstellt,
welche nicht durch ein anderes Paar aus rationalen (und daher erst recht nicht natirlichen) Zahlen gebildet
werden kann. Denn sei z.B.= b, alsoa; - A+ as = by - A+ bs, dann folgt(a; — b1) - A = by — ag, Womit
die rechte Seite der Gleichung entweder null oder ebenfalls irrational sein muf3.

Mit obiger Definition gelten folgende Rechenregeln:

a+b= (al,ag) + (bl,bg) = (al)\—i— CLQ) + (bl)\+ bg) = (a1 +b1))\+ (CLQ +b2) = (a1 + b1, a0 + bz)

a-b=(a1,az) - (b,b2) = (a1 A + a2)(b1A + ba) = a1 Ab1 A + a1 \ba + asbi A + asbs
= a1b1/\2 + (albg + Qle))\ + 0,21)2 = albl(/\ =+ 1) + (albg + agbl))\ + G,ng
=a1bj A+ a1b1 + (albg + agbl)/\ + agby = (a1b1 + a1by + agbl)/\ + a1b1 + asbs

= (a1b1 + a1ba + azb1, a1b1 + azbs)

In dieser Struktur kann man also »addieren« und »multiplizieren«. Wir stellen fesp’da31 =
(0,1), \! = X =(1,0), A2 = A+ 1 = (1,1) und allgemein giltA\" = F,, - X+ F,,_1 = (F,, F,,_1).
Dies liefert uns ein Verfahren, utf¥,,, F,,_) durch schnelle Exponentiation (durch fortgesetztes Qua-
drieren mit anschlieBendem Zusammenmultiplizieren der zu den Zweierpotenzen gehérigen Quadrate) zu
bestimmen. Die Ldsung fur allgemeine Fibonaccifolgen ergibt sich dann mittels 4.1.2.

Algorithmus  Der Algorithmus 1 auf der nachsten Seite erwartet ein Fibonaccizahlenpaaf f1, fo)
mit den Startwerten der Fibonaccifolge sowie den Indexd liefert dann das Paéf,,, f..—1) als Ergebnis
zuriick.

Bemerkungen:

1. Der Ausdruckn and i) steht fir den komponentenweisen and-Operator: Genau diejenigen Bits, die
sowohl inn als auch in gesetzt sind, sind auch im Ergebnis gesetzt. Der Ausdruck ist genau dann
als wahr zu interpretieren, wenn mindestens ein Bit im Ergebnis gesetzt ist.

2. Furr - ¢ kommt man mit drei skalaren Multiplikationen aus, wenn nidn:= (r1 + 72)(¢1 +
q2) =7rl-ql+7rl-q2+7r2-ql+r2-q2; h2 := rl-ql; h3 := r2 - q2 setzt. Es ergibt sich
(rl-ql+7rl-q2+712-ql,rl-ql +r2-q2) = (hl — h3,h2 + h3).

16



Algorithm 1 Fibonaccizahlen durch schnelle Exponentiation
function fibonacci(FIBPAIR x, NAT n) : FIBPAIR

begin

FIBPAIR r1,q;
NAT i;

r:=(0,1); g:=(1,0);
i:=1;

while i <n do

if (n and i) then

r:=r*q; /I (rl,r2):=(rl*ql+rl*q2+r2*ql,ri*ql+r2*q2)

fi;
q:=q*q; // (q1,92):=(q1*ql+2*ql*q2,ql*ql+q2*q2)
i:=i*2;

od;

return (r1*x1+r2*x2,r2*x1+(r1-r2)*x2);

end;

3. Die Anzahl der erforderlichen Multiplikationen fir ¢ kann man auf zwei reduzieren, in dem man
die Lucasfolge verwendetil := q1 +2-¢2 = F; + 2F;_1 = L;; h2 := hl1-hl — (=1)" -2 =
L? — (=1)" -2 = Lyg;; h3 := ql - hl. Es ergibt sichigl - ¢1 +2-ql-¢2,q1 - ql +¢2-¢q2) =
(Fai, Fai1) = (Fy - Ly, B2i521) = (b3, h25h3),

4. Wird die Funktion haufig und mit vielen verschiedenen Werten aufgetruserkann man die Qua-
drate vorab berechnen und in einem Array speichern.

Ausblick: Es geht noch schneller, wenn man die bindre Exponentiation ein wenig umgestaltet und
vom hdchstwertigen Bit abwarts verlaufen lalt; abh&ngig vom jeweiligen Bit ist dann enti@gddrs; 1)
oder (Fy;41, F»;) zu bestimmen. Dabei kommt man mit reinen Quadrierungsschritten aus und kann die
Multiplikationen einsparen. Fir jeden Schritt sind dann nur noch zwei skalare Quadrierungen sowie einige
billige Operationen (Addition, Subtraktion, Shiften) erforderlich. Erlauterungen hierzu und eine Imple-
mentierung finden sich beispielsweise in [GNU MP]. — Solche »Exponentiationsalgorithmen« kann man
auch allgemein betrachten und weiteren Optimierungen unterziehen (wobei sich wiederum ein Bezug zu
den Fibonaccizahlen ergibt); siehe [PLM092] fir eine solche Untersuchung.

9 Weitere Formeln

o n n
91 F,=Y1,(MF
Wir verwenden die Eigenschaft aus Abschnitt 8, dann erhalten wir einerseits
/\Zn = F2n)\ + F2n—1

und andererseits unter Verwendung des Binomischen Satzes

A2 = (A3 = (A+1)" = Zn: (?) A= i (T;) (FM+Fi_q) = <i (?) F> At <i (Z‘) Fi_1>

=0 =0 =0 =0

Da aber fiin\?™ keine andere Zerlegung als,, \ + Fs,,_1 existieren kann, muR folglich gelten:

7Wenn in Restklassen gerechnet wird, diirfen sich diese nicht &ndern.

Sla+b)" =37 (T)a’ - b»~* mit Binomialkoeffizient(}) :=

k 2 bekannt aus dem Pascalschen Dreieck
i kl-(n—k)!
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und aulRerdem auch

Iy g = Z (?) Fi 1

=0
Dies ist Ubrigens auch leicht einzusehen, wenn man alterpdtiv=F,ju + Fb,_; sowie (u?)" =
w4+ = (XL, (MF) - p+ (i, (7)F;—1) ausrechnet und die Terme in die Binetsche Formel
einsetzt.
AbschlieBend fir die Betrachtung des Tera?§ sei der Vollstandigkeit halber noch auf eine dritte
Umformungsvariante hingewiesen:

A= (A" = (F A+ Fo1)? = F2 0\ 426, \F, 1+ F5 | = (F2+2F,F, )\ + F2+ F2,
A+1

Daraus ergibt siclih,, = F? +2F, F,,_; sowieFy, | = F2+ F?_,. Addiert man zur ersteren Gleichung
auf beiden Seitel’?_,, so erhalt may, + F2_| = F? +2F,F,_ 1+ F?_; = (F, + F,_1)* = F2_,,

und dies ist aquivalent zf,,, = F?2 , — F?_| = (Fp41 + Fu—1) - (Fy1 — F—1), doch diese Formel

Ln Fy
kennen wir mit anderer Herleitung bereits aus Abschnitt 4.3.

n 1 —1
9.2 Fin=31,()F F -
Auch auf die Gefahr hin, nun vollkommen zu langweilen, wenden wir das obige Prinzip aus 9.1 erneut an,
diesmal um eine Formel fiiry.,, zu bestimmen:

n S\ T n - n i i n—i - n 7 n—i
A= (M) = (F - A+ Frn)" = (Z>Fk)\ R =) (Z)Fk (Fy - N+ Fy_y) - Fp)
i=0 i=0
— (n i n—i i n—i — (n i pn—i — (n i pn—i
= <i>Fk'Fi'Fk_1')‘+Fk'FiI'Fk_1 = < <i>Fi'Fk'Fk—1>')‘+< <i>Fi1'Fk'Fk—1>
i=0 i=0 i=0

Daraus folgt dann analog zu oben:

sowie

n . .
Fppno= ; ()le By BT
Die beiden Formeln sind tbrigens auch fiir= 1 korrekt, wenn wir0® := 1 verlangen, da in beiden
Formeln der TeiIfaktoF,?jf = F(;H = 0" * dann alle Summanden bis auf den Te(lijn-F{‘-F(?*" =
F,, (bzw. fur Fy.,,_1 bis auf den Tem(Z)Fn,l B FPT™ = F,_1) auf null setzt. ¢ sollte aber in allen
Fallen eine positive nattrliche Zahl sein.)

Als moglicherweise noch recht interessantes Beispiel der Anwendung obiger Formel kdnrign wir
betrachten. Es ergibt sich zum einen

n

o E (o (s

i=0 i=0
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und da wir wegen der Kommutativitét der Multiplikation auch néolndn vertauschen durfen, auch:

3

3 . ,

anZFns:Z(JFi-FfL-FS§=O+3F1-F5-Fﬁ1+3-F2~F3~F51+1-F3-F2-F,?1
=0

=3F,F? | +3F?F, 1 +2F>=F, - (3F?_, +3F,F,_ | +2F?)

9.3 Fn—A : Fn+A
FiLy — FALG

Beweis: Wir verwenden die geschlossene Form. Somit ergibt sich einerseits

)2

n_ ,n A A
A H )2_(_1)n+A_()‘ H

F2 _(—1)"*2 . F2 =
(-1) A (A—u Py

(A" —2000)" + p®") — (=)™ - (W22 — 20) + p®2)
(A= p)?

. . _ 2_ —
(Hinweis: A - p = ”2\/5- L 2‘/5 =2 ==t="1)

= k

(/\2n —9. (_1)n T .UQn) _ (_1)n,+A()\2A —92. (_1)A T MQA)

(A= p)?
AT 2 (1) 2 (S)EARA (S (V)R (2) 4 (£)8)
a (A —p)?

*x =

N 20— (CPRR)A 4 (§)Y) N — (MR + (B)Y)
B (A —p)? B (X — p)?

und andererseits

)\an - n+A )\2n o )\an/JJnJrA - )\n+A‘un7A + M2n

0 prte

n—A )\nJrA o
X—p  A—p (A — )2

Fn—A 'Fn—i-A =

NI ) ()R (DA) N - (CDM()A + (D))
- (A= p)? - (A= p)?
Da beide Terme gleich sind, ist der erste Teil der Formel korrekt. Fir den letzten Teil ergibt sich mit
3.6.8und 3.6.9:

=h

r r . F,LA +FAL, F,LAn— FAL, . F?LLQA — FEL%
n+A n—A = 9 2(_1)A = 4(_1)A

g
9.4 Fn—A . Fn—l—i—A

Bevor wir die eigentliche Formel vorstellen und mit dem Induktionsbeweis beginnen, folgt zunachst ein
kleiner Hilfssatz.
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9.4.1 Lemma
F71,—1—AF71,+A + Fn—AFn—l—l-A == 2F71,Fn—1 + (*1)n+AF§
Beweis
(i) aus(\")? = (F2 + 2F, F,,_1)\ + F2 + F?_, folgt Fy,, = F? 4+ 2F, F,,_;
(i) aus A" = A"=4 . A"TA folgt Fyy, = FyoaFpqa + FoeaFa14a + Fuoi—aFoia
Aus (i) und (i) in Verbindung mit Formel 9.3 folgt
F2 4 2F,F, 1 =F2— (—1)""2F3 + Fyo aFy14a + Fu1 AFnia

und daraus folgt die obige Gleichung.

9.4.2 Formel und zugehdriger Induktionsbeweis

Nach dieser Vorarbeit kommen wir nun zu unserer Formel

FoFp1=Fp aFn 1pa+ (—1)""2FaFa_4

die wir per Induktion Giber\ beweisen wollen.
Der InduktionsankeA = 0 ergibtF,, F,,_1 = F,,F,,_1 + (—1)" - 0 und ist daher erfillt. Sei nun die
Behauptung fUA wahr. Zu zeigen bleibt die Korrektheit der BehauptungAii- 1:

FoasnyFusioasn) + (1) T EA L Fai1)
(_1)7L+A+1 FA+1 FA
——
Fa+Fa_1
= n—l—AFn—i-A - (_1)n+AFA—1FA _(_1)n+AF2

- nflfAFnJrA +

Fp Fy_1—Fy,_AFy,_14a nach Induktionsannahme
A 2
= nflfAF'rH»A + anAFn71+A -1 — (_1)n+ FA
Lemma!
A 12 A 2
=2F,Fy 1+ (-1)""2FX — F,F,_1 — (—1)"T2F}
=FFh

g.e.d.

9.5 Nochmalige Betrachtung von Periodizitat und Teilbarkeit

Erinnern wir uns einerseits noch einmal an die Binetsche Foimek A::Zn aus Abschnitt 6. Dabei
wurde) := # undy := 1‘7\/5 gesetzt. Erinnern wir uns andererseits daran, daf3 es fur Periodizitatsbe-
trachtungen haufig sinnvoll ist, in Restklassen zu rechnen. — Nun kénnen wir die berechtigte Frage stellen:
Ist es moglich, die geschlossene Form innerhalb einer Restklassenbetrachtung zu verwenden?

Diese Frage filhrt uns unmittelbar zu dem Problem, ob der Ausdyiicia den Restklassen, die wir
betrachten wollen, auf sinnvolle Weise definiert werden kann.

Fur die nachfolgende Betrachtung benétigen wir Wissen aus der Zahlentheorie, das z.B. bei [Fris92]
nachgeschlagen werden kann. Zum einen benétigen wir den sogenannten kleinen Fermatschen Satz, der fur
Primzahlerp und teilerfremde Basendie Folgerung?~! = 1 (mod p) aufstellt. Zum anderen benétigen
wir einige zentrale Eigenschaften tber quadratische Reste.
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9.5.1 DieFalle(?) =1

Betrachten wir Primzahlep > 5 und die PrimkdrpeF,,, d.h. die Kérper, die bei den Restklassenbetrach-
tungen modulo Primzahlenm entstehen. Die unter Abschnitt 6 hergeleitete geschlossene Form bleibt in
solchen Primkdrpern gultig, werinein quadratischer Rest modupast, mit Hilfe des Legendresymbols

ausgedriickt als()g) = 1 gilt; nur dann ist Kongruenz? = 5 (mod p) in F,, erfillbar und wir kdnnen
fur unsere Betrachtung z.R/5 als die »groRere« und+/5 als die »kleinere« Lésung dieser Kongruenz
definieren.

Fur Primzahlerp mit (%) = 1 gilt somit aufgrund des kleinen Fermatschen Satzes

APl el 1
Fpo1= i =0 (mod p)

sowie

5
N _A-p_ V5
A=p  A—p V5

Damit gilt (F},_1, F},) = (0,1) = (Fo, F1), mithin gilt die PeriodizitatF,.,_1)1a = Fa (mod p) flr
Primzahlen der obengenannten Form.

Insbesondere sind fur diese Primzahlen die Fibonacciwéste sowie die Terme,_, — 1, F,, — 1
und F,; — 1 durchp teilbar.

Wegen des quadratischen Reziprozitatsgesetzes gilt fir ungerade

F, =

1 (mod p)

5-1 p—1 5 5
2 .

Anstatt alle Falle fii2) = 1 zu untersuchen, kénnen wir uns also auf die Féile= 1 beschranken.
Eine Restklassenbetracﬁtung &yf (vgl. Tabelle 9) zeigt uns, dafd nur Zahlen der Féamm 5n + 1 und

5n + 4 (bzw. 5n — 1) quadratische Reste modulo 5 sind. Da Primzahlen grof3er als 5 weder durch 5 noch
durch 2 teilbar sind, kdnnen wir folgern: Primzahlen mit der Eigensc(hz?:e)ft: 1 undp > 5 haben die
Formp = 10-n £+ 1. (Diese Form enthalt diejenigen quadratischen Reste modulo 10, die zu 10 teilerfremd
sind.)

Tabelle 9: Quadratische Reste modulo 5 bzw. 10

o
N
[N)
w
IS

x
22mod5 [[0[1[4]4]1

o
-
[N}
w
N
ul
o
~
o'}
©

x
?mod10[[0[1[4]9|6|5[6[9[4]1

Zusammenfassung dieser ErgebnisseFir Primzahlen der Form= 10-n=+1 sind die Term&,_, —1,
F,_1, F, —1undF,; — 1 durchp ohne Rest teilbar.

Beispiel: Fogo —1=Fyg10=Fg11 —1=Fg12—1=0 (mod 911)

9.5.2 DieFalle(?) = —1
Die nicht-quadratischen Reste modulo 10, die zu 10 teilerfremd sind, haben dielBorm+ 3. Fir
Primzahlen dieser Form gilt: Die Period® (fur Fi.p, 1A = Fa (mod p)) ist ein Vielfaches vomp + 1

und es giltF},+1 = 0 (mod p).
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Beweis: Ich habe leider keinen Beweis gefunden, der ohne fortgeschrittene Konzepte aus der Zahlentheo-
rie auskommt. Fur die erforderlichen zahlentheoretischen Grundlagen sei daher auf [HaRi94], Appendix
4 (The Arithmetic of Quadratic Fields) verwiesen, ohne die der nachfolgende Beweis unverstandlich sein
durfte.

Wir betrachten den Kérpe@(1/5) und setzem := 2- X\ = 1+ +/5, danngilta = 1 — /5 = 2 - .
Wegena? —2a —4 = (124+2-V/5+5) —(2+2-V5) —4 =6 — 2 — 4 = 0 sind sowohk als aucha
Elemente dieses Korpers.

Mit der Erweiterung des kleinen Fermatschen Satzes auf solche Korpe? gl (mod p) fur (g) =
—1. Somit folgt
AP ptl _ (aPtt —gptl).27p~1 _a-d—a-a o

A—pu (a—a)-271 a—a

Fpi1 =

aa — aa aa — aa 0
.2_1: — :O d
a—a 0—a) 2 (a—a.a 0lmodp)

O

10 Ein »einfacher« Faktorisierungsalgorithmus

Ich mdchte hier nur kurz skizzieren, wie sich lineare Rekursionen prinzipiell anwenden lassen, um naturli-
che Zahlen zu faktorisiereh.

Wenn eine zusammengesetzte Zahl= p - @ (mit p Primzahl und@ maoglicherweise noch weiter
zerlegbar) gegeben ist urd := p— 1 (fur (2) = 1) bzw. K := p+1 (fir (3) = —1) in viele kleine Teiler
zerfalltt®, so haben wir eine Chance, den Primfakid@iber die Fibonaccifolge zu ermitteln: Wir konstruie-
ren eine hochgradig in kleine Primzahtézerlegbare »riesengroRe« Zahlind hoffen darauf, daR diese
durch K teilbar ist. Wenn wir Erfolg haben, ist dies der Fall. Dann aber@gilt= Fx = 0 (mod p) und
damit auchged(F}, p) = p und wegerged(p, N) = pistged(Fp, N) > p. Mit einiger Wahrscheinlichkeit
haben wir dann aucged(Fy,, N) = p gefunden. Der Leser moge sich davon Uberzeugen, daf? es ausreicht,
Fy, mod N zu berechnen; dies vermeidet eine explosionsartige Vergro3erung der Folgenwerte.

Der Algorithmus 2 bewerkstelligt das oben ausgefihrte. Die »riesengrof3e« #atd dabei als Pro-
dukt kleinerer Zahleth; sukzessive aufgebaut; dies ermdglicht/gg,,, mod N bereits in den Schleifen-
durchlaufen zu ermitteln und die Schleife abzubrechen, wenn ein Faktor gefunden wird. Sobald ein Teiler
von N gefunden ist, lieferfibfactor diesen als Ergebnis zuriick; der gefundene Faktor ist nicht notwendi-
gerweise eine Primzahl, in seltenen Fallen kann er sdigselbst sein (z.B. fiV := F, mit ¢ prim undF,
zusammengesetzt (vgl. 5.4.1)). Auch ist nicht jeder gefundene Primfaktor notwendigetwéis&leine
Teiler zerlegbat?

10.0.3 Beispiel

Wahlen wirp = 12347 = 22.32.7% — 1 undQ := 100000127 = 27 - 3 - 260417 — 1; beides sind
Primzahlen. Wir setzeV := p - Q = 1234701568069. Nun »vergessen« wir die gewahlten Faktoren und
setzen den Algorithmus auf diese Zahl an. Wir wahien= 23 - 33 - 5% . 73 = 9261000. Nun berechnen
wir £, mod N = 194310245762. Wir berechnen den gréf3ten gemeinsamen Teiler dieser ZaliV nes
ergibt sichged(194310245762, N) = 12347. Nun prifen wir (z.B. durch Probedivision), daf3 es sich bei

9Der explizite Ansatz, Fibonaccifolgen zu verwenden, ist eine Eigenkonstruktion und in gewisser Weise eine Spezialisierung des
in der Literatur bereits hinlanglich bekannten (p+1)-Algorithmus.

Hier geht es weniger um ausgefeilte Effizienz als um die Grundidee! Der interessierte Leser moge fur Optimierungsansétze z.B.
[PLM087] zu Rate ziehen.

oder (ganz allgemein¥x = 0 (mod p) erfiillt ist (denn wegerFs,, = F, L, kénnen sich auch Teiler dé¥,, dazugesellen,
die nicht die obige Struktur aufweisen)

11Dpa kleine Primzahlen die gesuchte Zatilmdglicherweise mehrfach teilen, mag es nicht nur erlaubt, sondern sogar erwiinscht
sein, wenn sie auch ih mehrfach auftreten.

12penn der Primfaktor kann auch Teiler einerfilk enthaltenen Lucaszahl sein! Beispigl:= 1974737795746080149567; es
istp+1=26.3%.7.47. 515894844583 - 6733, aber es gilt trotzdemed (Fys.52.7, p) = p, Weil gcd(Los 52,7, p) = pist...

22



p = 12347 um eine Primzahl handelt und stellen ferner fest: 1 = 22 - 32 . 73, Wir dividieren den
gefundenen Teiler ab und erhalt@n= % = 100000127.

Algorithm 2 Faktorisierung mit Fibonaccizahlen
function fibpow(FIBPAIR firstsquare, NAT n, NAT m) : FIBPAIR

begin

FIBPAIR r1,q;

NAT i;

r:=(0,1); q:=firstsquare;
i:=1;

while i <n do

if (n and i) then

r:=r*q mod m; // (r1,r2):=(rl1*ql+rl*q2+r2*ql mod m,rl*ql+r2*q2 mod m)

fi;
g:=g*q mod m; // (q1,92):=(gl*ql+2*gl*g2 mod m,ql*ql+g2*q2 mod m)
i:=i*2;

od;

return r;

end,;

function fibfactor(NAT N) : NAT
begin
FIBPAIR fib:=(1,0);
NAT hi;
repeat
hi:=»choose a multiplier;
fib:=fibpow(fib,hi,N);
until gcd(fib1,N) #1; Il fibl is first component of fib
return gcd(fibl,N);
end;

10.0.4 Bemerkungen:

Der angegebene Algorithmus 2 kann als Template aufgefal3t werden, um strukturverwandte Faktorisie-

rungsalgorithmen zu implementieren.

e Wenn man statt FIBPAIR den Datentyp NAT wahlt und statt dem Startpaar fib=(EQ)E,) eine
Basisa wéhlt, so ergibt dies den klassischen 1-Algorithmus. (Es ist dann allerdingsd(a—1, N)
anstelle vorged(fibl, N) zu bilden.)

e Wenn man sich eine andere geeignete Multiplikation fir FIBPAIR definiert, so erhalt man andere
Varianten deqp + 1)-Algorithmus: Wahlen Sie einfach eine andere lineare Rekursion der Form
fni=c1 fn_1+ co- fn_2. Wenn wir das charakteristische Polyngm (z) := 22 —¢; - 2 — o

betrachten und die Nullstellen berechnen, so erhalter:wir aEyertie Vg%m. Eine »Multiplikation«
laRkt sich dann durch? = c;z + co konstruieren (vgl. Abschnitt 8). Fir := ¢? + 4cy kdnnen
wir dann die Falle(7) = 1 bzw. (7) = —1 untersuchen. Dies ware eine eher »experimentelle«
Herleitung degp + 1)-Algorithmus...

¢ Prinzipiell kdnnte man auch Folgen der Foyfp := Ei;l ¢; - fn—i verwenden. Auch diese sind
periodisch beziiglich Restklassenrechntihg.

13pie Ermittlung der Multiplikationsformel und die Untersuchung der Struktureigenschaften des charakteristischen Polynoms soll-

ten Sie dann allerdings einem Computeralgebrasystem tberlassen.
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e Wenn Sie statt FIBPAIR eine Datenstruktur fir elliptische Kurven verwenden, so erhalten Sie ein
Grundgerist fur den Faktorisierungsalgorithmus mit elliptischen Kurven, welches nur noch unwe-
sentlicher Modifikation bedarf*

10.0.5 Zusatzliche Hinweise und Ausblicke

In einer effizienten Implementierung ware der oben angegebene Algorithmus nur die erste Phase eines
komplexeren Algorithmus.

Man wirde die Phase 1 nach einiger Zeit abbrechen, um nach einem einzelnen verbliebenen Restfaktor
in der Zerlegung von K zu suchen. Der simple Ansatz fihrt auf die sogenannte »standard continuation,
dieser 1aRt sich zur »improved standard continuation« verbessern. Letzterer wiederum laft sich mittels
»Pairing« von zwei Zahlen in seiner Geschwindigkeit verdoppeln. Bei Fibonaccizahlen kann man hier-
zu Formel 9.3 benutzen. Eine weitere Effizienzsteigerung laft sich erreichen, in dem man die einzelnen
Faktoren (oder Faktorpaare) zusammenmultipliziert, bevor man den gréf3ten gemeinsamen Teiler berech-
net. Dann lassen sich diese aber bei geeigneter Strukturierung als Nullstellen eines Polynoms (sehr hohen
Grades) betrachten. Solche Polynome wiederum kénnen unter Zuhilfenahme der diskreten Variante der
schnellen Fouriertransformation ausgewertet werden (fft-continuation).

Alle diese Stufen habe ich fir die (p-1)-Methode, fur elliptische Kurven und nun auch fur die Fibonacci-
Methode implementiert. Sie sind Bestandteil eines Faktorisierungsprogramms, das ich auf meiner Home-
page zum Download bereitgestellt habe.
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